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X Componente da matriz autovalor ( ^
p Massa específica
T 'Itempo
A Ãrea de um elemento
Super-índices
(e) Referente a um elemento
r Reduzida
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T ou t Transposta 
-1 Inversa
Siab-índices






(A) Matriz condutância térmica
(B) Matriz condutividade térmica
Bi Módulo de Biot
{C} Vetor carga térmica
Cl Constante de integração






Ea Erro absoluto médio
Ep Erro percentual
Êp Erro percentual médio
{F} \fetor carga térmica do sistema matricial desacoplado
Fo Môdulo de Fourier
(I) Matriz identidade
(J) Matriz das temperaturas no método economizador
K Condutividade térmica
Matriz influência para condutividade térmica no elemento
(e ) « « -(K.^ ) Matriz influencia para condutancia térmica no elemento
L Comprimento
{M} Vetor constante de proporcionalidade 
Função de interpolação
Numero total de nôs com temperatura desconhecida 
Q Geração interna de calor
Matriz influência da geração interna de calor no elemento 
R Raio adimensional
(R) Matriz redução de Cholesky
R Resíduo (método de Galerkin)





{Tcd} Vetor influencia da temperatura ambiente no elemento
T Temperatura média
{T} Vetor temperatura
Tg Temperatura' do gás




(V) Matriz de autovetores
ÍZ} Vetor transformação de coordenadas
{0} Vetor nulo
Letras minúsculas
a^ Constante da função interpoladora
Constante da função interpoladora
c^ Constante da função interpoladora
c Contorno de domínio bidimensional
Cp Calor específico â pressão constante
fj^ Componente do vetor {F}
h Hora
Matriz influência da convecção no elemento
h Coeficiente de transferência de calor por convecção
hg Coeficiente de película do gãs
hw Coeficiente de película da âgua
Comprimento do lado ij de elementos situados no 
contorno do domínio
m Número de nos de um elemento
n Número de elementos da malha
n, n Vetor normal
njj, ny Cossenos diretores de n
q Fluxo de calor especificado
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Fluxo de calor por condução 
q- Fluxo de calor por convecção
r Raio
r Raio médio
s Contorno do domínio tridimensional axissimêtrico
t Tempò
Componente do vetor {Z}
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R E S U M O
0 objetivo deste trabalho ê a anãlise de 
problemas lineares de condução de calor em materiais ’aniso­
trópicos e ou heterogêneos, sob regime transiente, através 
de domínios bidimensionais com qualquer tipo de geometria ou 
domínios tridimensionais axisimétricos. As condições de con­
torno e a geração interna de calor admitidas são constantes 
com o tempo. A resolução do problema ê obtida por anãlise mo 
dal e o método numérico utilizado é a técnica de elementos 
finitos segundo a formulação de Galerkin. Opcionalmente pode 
ser acionado um método de resolução reduzido, denominado, Mé 
todo Economizador de Stoker, que permite uma diminuição nos 
custos de processamento do programa.
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A B S T R A C T
The object of this papper is the unsteady 
linear heat conduction analysis throught anisotropic and/or 
heterogeneous matter, in either two-dimensional fields with 
any kind of geometry or three - dimensional fields with axial 
symmetry. The ^boundary conditions and the internal heat 
generation are supposed time - independent. The solution is 
obtained by modal analysis employing the finite element 
method under Galerkin formulation. Optionally, it can be 
used with a reduced resolution method called Stoker 




Sabe-se que em estruturas termicamente carrega­
das é possível muitas vezes desacoplar as equações termo-elásticas 
daquelas que descrevem a distribuição de temperatura. Assim, é de­
sejável resolver o problema de transmissão de calor e usar os va­
lores das temperaturas resultantes para determinar os campos de 
tensão e deformação da estrutura. Desse modo, prop5e-se aqui um 
programa numérico capaz dé equacionar problemas lineares de condu­
ção de calor através de materiais anisotrópicos em domínios bidi­
mensionais, sejam superfícies de contorno qualquer ou sólidos axi­
simétricos, em regime transiente ou permanente, submetidos a con­
dições de carregamento térmico constantes com o tempo, admitindo 
ainda a existência de fontes; internas de geração de calor. Tais 
condições se classificam em dois grupos básicos :
1. Condições de contorno especificadas (condições de Dirichlet) - 
temperaturas especificadas no contorno .
2. Condições de contorno naturais (condições de Cauchy) -
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2.1. fluxo de calor especificado no contorno e/ou condi­
ções adiabáticas especificadas através de isolamento térmico ou 
pela existência de planos de simetria (fluxo nulo) ;
2.2 . convecção especificada no contorno .
Visando o máximo aproveitamento do sistema de 
resolução numérica proposto, foi prevista a possibilidade de equa­
cionar problemas de condução de calor não lineares em regime per­
manente através de materiais de condutividade térmica variável com 
a temperatura ,
Foi utilizedo como técnica de resolução o método 
dos elementos finitos, a fim de manter a uniformidade do conjunto 
a que pertence este trabalho. Trata-se do sistema de cálculo es­
trutural desenvolvido pelo Grupo de Análise de Tensões do Depar­
tamento de Engenharia lyiecânica da UFSC para o estudo do comporta­
mento dos vasos de pressão de reatores nucleares, particularmente 
durante as' operações de início e término de funcionamento. Este 
trabalho é uma de suas etapas preliminares e tem como objetivo 
central a análise dos longos transientes térmicos que se estabe­
lecem nestas ocasiões .
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0 método dos elementos finitos surgiu há cerca de 
vinte anos nos centros de pesquisa norte-americanos% derivado dos 
métodos matriciais de análise estrutural, G desenvolvimento de 
computadores digitais com grande velocidade de processamento es­
tendeu sua aplicação aos problemas que envolvem análise de campos 
ou do continuum, seja em engenharia, física ou matemática-,
Esta modalidade de cálculo oferece uma variedade 
grande de opçÕes tanto para a formulação quanto para a resolução 
dó problema, sendo importante que se defina precisamente o objeti­
vo a ser-alcançado, já que este será a norma que irá orientar a 
sfileção dos recursos que serão empregados .
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2 - PESQUISA BIBLIOGRÁFICA
A resolução do sistema matricial de equações di­
ferenciais de um problema físico, formulado por elementos finitos, 
requer normalmente um trabalho considerável de análise e processa­
mento de dados» Desta forma, a pesquisa bibliográfica orientou-se 
na direção dos métodos de resolução que, para o problema específi­
co, reúnam de forma equilibrada eficiência, custos aceitáveis e 
facilidade de processamento ,
Existem dois enfoques possíveis para a resolução 
da equação matricial obtida por elementos finitos :
IB, Integração direta da equação através de procedimentos 
numéricos iterativos do tipo "step-by-step”• Dentre estes são 
tidos como mais importantes o método das diferenças centrais, o 
de Hdubolt, o de UJilson e ainda o de Neiumark, todos apresentados 
por Bathe e UJilson (Ref. 8) •
2-» Análise modal do transiente térmico ,
A resolução do transiente térmico obtida através
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dé análise modal elimina as caractteristicas indesejáveis dos méto­
dos iterativos, suprimindo os erros acumulados e oferecendo a pos­
sibilidade de se obter o transiente para qualquer tempo, sem ne­
cessitar o cálculo dos instantes intermediários entre a origem e o 
instante desejado, sendo vantajosa para gradientes extensos* Por 
outro ladó, a determinação da temperatura nos instantes iniciais 
do transiente, para o mesmo nível de precisão obtido em períodos 
maiores, exige malhas, mais refinadas; (maior númer^o de autovalores) 
encarecendo assim o processo. Para tsis faixas de tempo o processo 
iterativo é mais- econômico dentro da mesma precisão (Ref, 8) *
Considerando-se que a grande limitação ao emprego 
dos elementos finitos é sua tendência a altos custos operacionais, 
mesino nos casos mais simples onde não são exigidas malhas refina­
das, fica evidente: a necessidade de métodos de resolução por aná­
lise modal capazesr,de proporcionar resultados suficientemente pre­
cisos a custos aceitáveis» Estes métodos têm maiorrutilidade nos 
problemas em que o analista possua informações para identificar 
com certeza os pontos da malha onde existam nós com graus de li­
berdade supérfluos ao longo de todo o transiente e que possam ser 
suprimidos sem causar perda sensível na precisão dos resultados ,
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Es"ta eliminação seletiva de nós tem como objetivo a redüção de 
custos pela redução da ordem matricial do problema •
0 processo economizador mais difundido e de me­
nor eficácia é o chamado ’’Condiensação Estática" por Bathe e 
UJilson (Ref, 8) ou "Condensação" por Huebner (Ref, 7;), no qual é 
diminuída a ordem das matrizes por eliminação gaussiana dos nós 
que podem ser desconsiderados de modo a não comprometer as condi­
ções de compatibilidade da função interpoladora usada, Estes nós 
são sempre internos ao elemento, Esta técnica pode ser aplicada a 
elementos sem nóa internos desde que se crie, por aglutinação, um 
novo elemento no qual existam nós internos que possam ser elimi­
nados •
Outra opção é o procedimento de Gallagher e 
inallet (Ref, 2) que opera a redução de ordem da equação matricial 
do problema em três etapas distintas ;
1®, A malha nodal resultante da discretização do domínio 
dè solução é estruturada em vários subdomínios. Isto é feito com 
base no julgamento prévio do possível comportamento físico do 
problema, 0 analista divide o domínio em regiões de comportamento
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térmico semelhante e as subdivisões ou sub-estruturas formadas 
trabalharão como se fossem super-elementos na nova configuração 
estabelecida .
20. Os graus de liberdade supérfluos de cada sub-estrutura 
são suprimidos através de condensação estática
35, t e’fetuada uma redução adicional na ordem da equação 
matricial baseada na análise modal do transiente térmico, Esta 
etapa é denominada "SÍntese Nodal" e se fundamenta nas obfcas de 
Hurty (Ref, 4l), Craig e Bampton (Ref, 5) ,
A proposta selecionada como a mais adequada para 
ser utilizada neste trabalho foi a de Stoker. (Ref, l), apresenta­
da no Capítulo 4, Influíram na escolha sua simplicidade operacio­
nal e maior facilidade dé programação ss comparada ao método de 
Gallagher e fTlallet ,
26
3 - F0RinULAÇ7\0 POR ELEITIENTOS FlNlTOS DO PROBLEITIA DE C0NDUÇ7\0 DE 
CALOR
3i.l - r-NTR0DUÇ?\0
A resolução de um problema físico por elementos 
finitos apresenta como primeira etapa a escolha da formulação 
mais conveniente, existindo quatro opções possíveis :
19. Formulação direta ou física - possui mais valor his­
tórico do que prático, tendo sido usada no início da pesquisa com 
elementos finitos. Faz uso do conjunto de equações físicas do 
sistema considerado e, devido a sua simplicidade, é muito útil 
como introdução ao estudo dos elementos finitos ,
2s, Formulação variacional - baseada no cálculo variacio- 
nal, é utilizada extremizando ou tornando estacionário um dado 
funcional ou sistema de funcioneis. Tem como limitação prática a 
exigência de um funcional desenvolvido para o tipo específico de 
problema em estudo .
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35^ . fflétodb dos resíduos ponderados ou de Galerkin - 
baseadb nas equações diferenciais^ que governam o sistema, não 
necessita de qualquer tipo de princípio variacional para sua a- 
plicação, servindo tanto a sistemas lineares como a não lineares. 
t a formulação mais versátil entre as existentes •
4s, Formulação do balanço energético - como o processo 
anterior, não incide em princípios variacionais.. Baseia-se no 
sistema de equações obtido do balanço energético e/ou mecânico do 
sistema, sendo adequada aos casos em que a representação por 
equações diferenciais torna-sa problemática, como acontece nos 
sistemas termo-mecânicos
Qs problemas de condução de calor em regime es­
tacionário admitem enfoque variacional, pois são descritos atra­
vés de equações diferenciais elípticas para as quais existem fun­
cionais já estabelecidos. Entretanto o caso transiente é expresso 
por equações diferenciais parabólicas para as quais não existem 
funcionais desenvolvidos. Deste modo a formulação de Galerkin 
torna-se uma imposição ao problema aqui analisado *
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3.2 - EQUAÇOES DiFERÉNCrAIS DU PROBLEITlA
A análise dos fenômenos de transferência de ca­
lor é toda desenvolvida a partir da equação da conservação da 
energia térmica que sob notação diferencial toma a forma
pCp + vq = Q
Particularizando a equação básica (l) para o 
problema de condução térmica em sólidos heterogêneos e isotrópi­
cos obtém-se
pcP dt = V. (KVT) + Q (2)
A equação (2) aplicada a um domínio bidimensio­
nal descrito por coordenadas cartesianas fornece a equação do 
problema proposto ( eq, 3 ) •
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_ 3T _ _ 3 tv \ J.  ^ IV \ J. r\
“ at--- “ ãST 3x  ^ 3y '^y 3y  ^ ^ °
Como já foi mencionado na Introdução, o sistema 
dé programas desenvolvido resolve duas situações básicas da 
equação (3) :
18, Regime transiente onde a condutividade térmica é so?*- 
mente função do espaço, caracterizando um problema linear de con­
dução de calor •
25, Regime permanente onde a condutividade térmica é fun­
ção de temperatura, caracterizando um problema não linear de con­
dução de calor •
As condições de contorno do domínio de solução 
□2 (Fig* 1) possíveis para o problema linear são :
1, Temperatura T especificada sobre a região c^ do 
contorno c •
U )
T = T(x,y) sobre c-^ e t?^ 0













3 T 3 T
Kx -3^ + Ky - g- ■ Hy + q = 0 sobre Cj e t>0 (5)
3. Trocas térmicas por conv/ecção, especificadas sobre a 
região C3 do contorno c para um coeficiente de transmissão de 
calor por convecção h e uma temperatura ambiente T •
Kx -41“ "'x "il“ Hy + h(T - T J = 0  sobre C3 e t>0 (6)
As variáveis Ky representam a condutivida-
dé térmica segundo os eixos x, y e nj^ , n^ sao os cossenos di­
retores da normal n ao contorno c do domínio de solução D2 •
A condição inicial do transiente sobre o domínio 
de solução D2 para t = CT é T = To(x,y) •
De maneira análoga, para o domínio tridimensio­
nal axissimátrico D3 delimitado pelo contorno s (Fig. 2), a 
equação da condução do calor em regime transiente assumej segundo
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o desenvolvimento do Apêndice 1, a forma
admitindo como condiçoes de contorno :
I, Temperatura T especificada sobre a região s^ do 
contorno s •
T = T(r,z) sobre S j ^ e t > 0  (S)
2. Fluxo de calor q especificado sobre a região S2 do 
contorno s •
9 T 3 T
Kr r 3 J. ^ ~ J z ~  + rq = 0 sobre 82 e t>0 (9)
3. Trocas térmicas por convecção especificadas sobre a 
rregião do contorno s para um coeficiente de transmissão de
calor por convecção h e uma temperatura ambiente T „ ,
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K r r | - f n r  + K 2 r | - | n 2 + r í i ( T - T „ )  = 0 sobre S3 e t>0 (lO)
As variáveis K^, representam a condutivida­
de térmica segundo os eixos r, 2 e np, n^ sao os cossenos di­
retores da normal n ao contorno s do domínio de solução D3 •
A condição inicial do transiente sobre o domínio 
de solução D3 para t = 0 é T = To(r,z) •
3.3 - ELEiriENTOS E FUNÇOeS INTERPOLADORAS EITíPREGADOS
A qualidade d:a análise numérica efetuada pela 
técnica dos elementos finitos é em grande parte dependente do ti­
po dè elemento bem como das funções interpoladoras selecionados • 
Entretanto, a aplicação recente déste método ã termotécnica ainda 
não criou respaldo para a utilização de soluções mais elaboradas.
Neste trabalho foram empregados elementos
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triangulares com funções de interpolação lineares, o que represen­
ta a escolha mais simples possível para um problema bidimensional. 
Criam-se assim condições de comparação para pesquisas posteriores 
onde o emprego de funções interpoladoras não lineares e o uso de 
elementos mais complexos possam estabelecer bases mais sólidas 
pera a utilização econômica do método •
As fórmulas e outras informações referentes as 
funções interpoladoras e ao elemento selecionados aparecem no 
Apêndice 2 •
3,4 - F0RmULAÇ?\0 POR ELE!T!EI\!TOS FINITOS DA EQUAÇAG IÏ1ATRICIAL DO 
PROBLEíTlA
A modelação matricial, por elementos finitos, de 
problemas físicos descritos por equações diferenciais parabólicas 
tem como principal- meio de implementação a técnica de Galerkin, 
Esta técnica pode ser apresentada através de sua aplicação a um
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caso genérico sintetizado pela relação
£(<|)) - g = 0 (11)
onde £ é um operador diferencial, ^ é a variável de campo de­
finida sobre o domínio de solução e g é função d® variáveis 
independentes .
fl formulação da equação matricial db problema 
através do método de Galerkin supõe inicialmente que seja válida 
a substituição da solução exata 41 a ser calculada por uma cer±a 
solução aproximada | definida pela relação (12) j
m
<1. = E (Ni (f.^) (12)
i=l
ondé Ni é a função interpoladora, (j)£ representa o valor da 
variável independente no ponto i do domínio e m  é o número de 
pontos usados na discretização do domínio de solução ,
Sendo <j) uma solução aproximada,
£(í) - 9  0
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ou
£(i) - g = R
onde R é o erro residual decorrente do uso da solução aproxima­
da  ^ no sistema de equações do problema
A minimização dO erro residual é obtida através
da relação (13)
/(£(i) - g) Ni dD = J R.Ni dD = 0 , (l3)
D D
onde m é o número de pontos discretos do domínio considerado e 
Ni é uma função peso que atua no sentido de anular a expressão
(13), diminuindo em consequência o eirro rssidual, 0 método de 
Galerkin se caracteriza por utilizar a função de interpolação do 
elemento como função peso mihimizad.ora de R ,
As expressões (ll), (l2) e (i3) são válidas em 
qualquer ponto ou conjunto de pontos do domíniov Gom base neste 
fãtò particulariza-se a formulação de Galerkin para o fenômeno de 
condução dé calor através de um elemento ''e" de modo que a
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equação (12) seja dada por
(x,y,t) = I Ni(x,y) Ti(t)
i = l
onde é a solução aproximada sobre o elemento bidi­
mensional, m é o número de nós do elemento, lïi são as funções 
interpoladoras usadas na definição do elemento e Ti é o VÆlor 
da temperatura em cada um dos m nós do elemento ,
Sob notação matricial tem-se
(14)
onde são as funções interpoladoras definidas sobre o
elemento genérico (e) e {«p são as temperaturas nodais do
elemento (e) •
A equação (l3) para um elemento (e) será
D(e)
3B
A solução para todo o domínio é obtida pelo so­
matório das soluções para cada um dos elementos componentes da 
m al h Q •
n
com n = numero total dè elementos •
Prosseguindo, substitui-se em (l5) a equação di- 
Terencial do problema (eq, 3) definida para um elemento, obtendo
1 = 1, 2, *#*,m •
A equação (l6) deduzida para um elemento interno 
do domínio, não considera os fenômenos térmicos típicos do con­
torno como fluxos de calor por convecção ou fluxos especificados 
de calor trocados com o meio ambiente, Para incluir os efeitos 
do contorno na equação (16) é suficiente desdobrá-la através do 
teorema de Green:, conforme o Apêndice 3, chegandb-se ã equação
39
(17), com um termo referente ao fluxo total de calor que passa 
pelas fronteiras do domínio, seja por convecção seja por fluxo, 
especificado, Este termo é representado por uma integral de linha 
sobre o contorno
X 3X ax ■ "y Sy 3y ' ” i 3t “*-yd d +
X 3X ny)N£ d^ Xe) + ^ // Nj Q d^d^
D
= 0 (17)
X' ~ ly 2 f • • • f nt
sendo 04^®^ o segmento do contorno (Fig, l), definido
por um elemento (e) conforme a Fig. 3 •
unico elernento.. c^ , = c^ tí
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As condições de contorno que se deseja incluir 
são apresentadas pelas equações (5) e (6), que podlem ser agrupa­
das em uma única relação sob a forma
+ K,3X X y 3y y 
sobre C4 ,
Finalmente, substituindo-se o integrando da in­
tegral dis linha da equação (iT) pelo segundo membro da igualdade
(I8), introdüz-se na equação (l7) as condições que atuam no con­
torno C4 . Reescreuendo a equação (l7) com esta modificação e 
s^ibsiiituindo conforme a relação (l4), chega~se a
p(e)
• // N.  ^ + ii - h T » N . ) d (e) +
rfe) * )  ‘  ^  ^ c,
'4
/ /  P Op(N)fe>{-||-)‘^ >Ni d*dy = 0 J (19)
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A expressão obtida admite ainda uma notação mais
compactada se colocada totalmente sob forma matricial» Para isto 
são necessárias as seguintes definições :
1 - (Tlatriz influencia para a condutividade térmica no
elemento
(Ku)
(e) K, . .
onde
^kij I ! a V
3N,- 3N, 3N. 3N.
+ K
2 •- irratxiz influencia para a condutância térmica no
elemento
(Kc)
(e) K . .cij
onde
K cij // p c N. N. d dJe) P  ^ ^
(21)
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3 - inatriz influência para convecção no contorno do
elemento
onde
hij = / h Ni Nj d fe)
cfe)
(22)
4 - íTíatriz Influência para temperaturas ambientes nos 




T o a i  = / h T o o  N i  d (e) 
ie) ^^3
(23)




Qi = // Q Ni d^d
ríe)
(24)




qi = / q Ni d (e) (25)
Substituindo as relações (20) a (25) na equação
(l9) chega-se a
{q /®^+ {q/®^+ (h)^ ®^  +
- = {0} (26)
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Fazendo
{C}fe)= {q}(®)- {Tco/®^  ,
estendendo a validade de , (B)^ ^^  e {c/  ^ a todo
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o domínio de solução, die modo que
(A) = z (matriz condutância térmica)
e =1
n
(B) = Z 
e = l
(matriz condutividade térmica)
{€} = Z (vetor carga térmica)
e =1
e considerando ainda que
{T} = j (vetor temperatura)
e=l
{T} = Z = Z {— (vetor derivada pri-
e=l e=l
meira dâ temperatura em relação ao tempo) ,
reescreve-se a relação (26) sob a forma
(A) {T} + (B) {T} + {C} = {0} (27)
que resume a equação matricial do problema analisado •
45
Convém ressaltar que a matriz (B) apesar de 
referenciada como "matriz condutividade térmica” engloba fenôme­
nos de condução e convecção *.
A resolução das integrais- (20) a (25) encontra- 
se no Apêndice 4 e a apresentação do caso tridimensional axissi- 
métrico, por ser uma pequena variação do desenvolvimento feito 
parra o caso bidimensional, encontra-se no Apêndice 5 •
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4 - resoluçTío
4.1 - RESOLUÇTIO de UITí tr ansiente TÉRf?!lCO POR ANÁLISE fnODAL
Para solucionar um sistema die equações diferen­
ciais lineares na forma matricial por análise modal, é desejável 
o desacoplamento do conjunto de equações do sistema de maneira a 
possibilitar seu manuseio individual .
0 processo dèsacoplador usado por Stoker 
(Ref. l) baseado na pré-multiplicação da equação matricial (27) 
pela matriz condutividade térmica invertida (BJ^ t cria a neces­
sidade de um método computacional que calcule autovalores e auto- 
vetores em matrizes não simétricas. Tais recursos são complexoS: 
e caros .
A solução adotada foi a utilização dd método proposto 
pelo Prof. Domingos Boechat Alves (Ref, 10) capaz de desacoplar o 
sistema matricial dè equações do problema e determinar seus
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autovalores e autovetores através do conjunto de subrotinas CLUT, 
DPCHOL e DEIGEN. O' sistema é desacoplado sem que suas matrizes 
percam a simetria, através da decomposição da matriz condutivi- 
d&dte térmica ( B) pela técnica, conhecida como "Redução de 
Ctiolesky", seguida de duas transformaçoes dè coordenadas que se 
encontram detalhadas no decorrer deste capítulo ,
A redução dé Cholesky (Ref. 10) é uma técnica 
para.o cálculo da matriz triangular inferior e não singular (R) 
com r^j = 0 , Aí!-i<j , efetuada pela subrotina DPCHOL, tal que 
(R) seja capaz de tornar verdadeira a igualdade
(B) = (R) (R)' (28)
Substituindo a relação (28) na equação (27)
chega-se a
(A) {T} + (R) (R)*" {T} + {C} = {0} (29)
A primeira transformação de coordenadas do sis­
tema se baseia no fato de que sendo (R) uma matriz não singular.
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existirá sempre um vettor {S} que como o vetor temperatura 
será função do tempo e
(R)’'{T} = {S} (30)
Explicitando o vetor temperatura e sua derivada 
em função dò tempo na forma
t -1
{T} = ((R) ) {S} (31)
obtém-se a transformação de coordenadas conveniente que, substi­
tuída na equação (29), resulta na forma
(A)((R)‘') ^{S} + (R){S} + {C} = {0} (33)
A nova configuração da equação matricial do sis­
tema, se pré-multiplicada pela matriz estará desacoplada a 
menos de seu termo em {S} , já que em (34) o vetor incógnita{ S}
está multiplicado pela matriz unitária (I) e o vetor carga tér­
mica ÍC} é conhecido •
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CRr^(A) ((R)^ ') \s} + (I){S} + (Rj^ {C} = {0} (34:)
Fazendo
CR)-l(A)((R)t)l = (D)
obtém-se a forma mais compacta
(D){S} + + (R)-1{C} = {0} (35)
ê importante salientar que a transformação im- 
plementadia manteve a simetria das matrizes, do sistema, já que (D) 
s«rá uma matriz simétrica sempre que (A) assim o for •
A segunda transformação de coordenadas do siste­
ma, obtida através' dà análise modal, completa o desacoplamento e 
segue a sequência de operações, descrita abaixo •
Supõe-se que o vetor {S} representativo da
50
temperatura no novo sistema de coordenadas^, possa ser substituído 
pela combinação linear:
{S} = (V) {Z} (36)
onde a matriz (U) representa o conjunto die autovetores da ma­
triz (d) e o vetor {Z} é um multiplicador função do tempo, de 
modo que
{S} = (V) {Z} (37)
A determinação dos- autovetores (V) e dos auto­
valores {X} da matriz (D) é efetuada pelas subrotinas^ CL\/r e 
DEIGEN, constituindo a parte mais extensa e importante de todo o 
processo de resolução por computador do sistema matricial de e- 
quaçSes .
Substituindo as relações (36) e (37) na equação 
(.35) e pré-multiplicando a igualdade assim formada pela matriz de 
autovetores invertida ( V ) chega-se 'a relação
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(v)"^(l?) (V){Z} + (I){Z} + (V) ^(R)^ {C} = {0} (38)
Os autovalores {x} e autovetbres (v) ^a ma­
triz condutância térmica (D) são por definição o vetor e a 
matriz capazes de satisfazer a igualdade
( (X) - (V)"^(D)(V) ) {Z} = {0} (39)
onde
(X) = (I) {X}
Evidentemente, a solução trivial para a equação 
(39) não tem valor prático, restando
A relação (40) substituída na equação (38) for­
nece o sistema matricial de equações diferenciais lineares des§- 
coplado, já que (X) é uma matriz diagonal ,
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(X){Z} + (I){Z} + {F} = {0} (41)
onde
{F} = (V) ^CR)"^{C}
0 sistema matricial desacoplado de r equações 
diferenciais lineares> representado pela equação (4i), pode ser 
melhor visualizado em sus forma desdobrada
0 -- 0 'h ' 1 0 . . .  0 ^1
0 Xj ... 0 
• • • •
< + 0 1 . . .  0 
• • • •
< ^2 , + > f2









f~r r L r
ondé cada equação
H  <I7> ^ <^> = “ '
i = 1, 2 , . .. , r
será resolvida individualmente através de integração direta se­
gundo a relação (42) (Ref, 13) •
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z. = ( CI + 1
aendo CI a constante de integração •
Admitindo-se apenas condições de contorno cons­
tantes com o tempo, os termos do uetor carga térmica também 
serão constantes com o tempo, Este Tato somado ã não variação dos 
autovalores durante o transiente, torna possível a simplifi­
cação da relação (42) desenvolvida no Apêndice 6, que leva ã nova 
forma
:£ = Cl ( exp(---^ )  ) + fjí exp (---1-) - 1)
Uma vez obtidos todos os r componentes dó ve­
tor solução {Z} s:ão necessárias duas mudanças de coordenadas 
para que se retorne ao sistema original* Pela combinação das 
transformações (30) e (36) chega-se ã relação que soluciona o 
problema
{T} = (CR)^)“V ) { Z }  (43)
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4.2 - mÉTODO ECONOiriIZADOR ; ANÁLISE mODAL APR0XI(T!ADA ATRAÜÉS DE 
ITIATRIZES REDUZIDAS
0 método economizador de Stoker: (Refl. l) supõe 
que o regime transiente possa ser obtido, de forma aproximada, 
através de uma combinação linear de temperaturas estacionárias 
rBsultantes da aplicação de forças térmicas unitárias a um sub­
conjunto dè nós' pequeno em relação a malha total, A maneira dife­
renciada com que cada um destes subconjuntos nodais. reage a mesma 
excitação padrão, funciona como peso multiplicador na combinação 
lineari que simula o transiente térmico ,
01 processo economizador é baseado na divisão dos 
nós da malha em três grupos mutuamente exclusivos. :
1, NÓs com temperaturas especificadas .
2. NÓs "mestres”, pertencentes as regiÕes ondé a variação 
de temperatura se processará mais rapidamente e/ou onde ocorrarão 
os gradientes mais acentuados, bem como todos os nós que tenham 
fluxo de calor q / 0, geração interna Q ou trocas; de calor
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por convecção especificados. Estes nós e as grandezas a eles re­
lacionadas são identificados pelo sub-índice 1 ,
3. fíós "secundários”, que são os demais nós da malha, 
identificados pelo sub-índice 2 •
A seleção correta dos nós mestres é vital na 
aplicação do método economizador. É possível esquematizar os ti­
pos de nós que devem s-er considerados mestres da seguinte forma;
1. NÓs situados no contorno do domínio com condição de 
isolamento térmico prescrita ;
2, Qualquer nó da malha por onde ocorrerá entrada ou saí­
da de calor do sistema considerado ;
3* NÓs situados nas regiões da malha onde se supõe que se 
est:abelecerão os gradientes mais pronunciados: ;
4'. NÓs situados nas regiões da malha onde se supõe que as 
variações de temperatura serão mais rápidas •
CTs nós incluídos nas duas primeiras categorias 
são de determinação exata, o mesmo não acontecendo com os nós dos 
itens 3 e 4., selecionados com base na experiência do usuário .
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'a medida que os gradientes se acentuam ou que a 
temperatura varia mais rapidamente, aumenta o número mínimo de 
nós necessários para reproduzir numericamente o fenômeno com fi­
delidade* A definição deste número mínimo de nós^apenas o uso 
contínuo do método pode oferecer •
0 sistema economizador pode ser empregado com 
vantagem mesmo não havendo experiência anterior do usuário, desde 
que o número dé nós desconsiderados (secundários) seja mantido a 
níveis seguros *
Todo o processamento numérico é feito apenas pa­
ra os nós mestres, o que reduz a ordem das matrizes a serem 
computadas. Depois de resolvido o sistema para os pontos selecio^ 
nados como mestres, são calculadas as temperaturas para os nós 
secundários através da relação (50), Este procedimento evita o 
cálculo de autovalores e autovetores; para as matrizes representa­
tivas, da malha completa ,
0 tratamento matemático dadó pelo método econo­
mizador ao problema se inicia com o particionamento da matriz 
condutividade térmica (B) e do vetor temperatura {T} em termos
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dÉ nós itiestTBS e secundários im forma
C®ll) I (^12)
CB) = {T} = ^
(®2i) : (®22)
Supõe-se possível a simulação do transiente tér­
mico baseada na resolução do problema permanente originado pela 
aplicação de forças térmicas unitárias ao conjunto de nos mestres 
e representado por
(^ii) :• (®i2) (I)
(®2l) : (®22Í CJ2lJ_ (0)
(44)
ondfe a matriz (3) representa ^ as temperaturas estáticas e 
é a carga térmica unitária aplicada somente aos nós mestres •




(B,i)CJii) + (Bi2)(J2i) = (I) (45)
(B2i)(Jii) + (B22)(J2i) = (O) (46)
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Isolando na expressão (46) o valor de (
e substituindo-o na equação (45) chega-se a
- C^2HB2p-'CB2i) («)
As relações (47) e (48) damonstram a possibili­
dade de obtenção das temperaturas estáticas: (J) a partir das 
grandezas físicas sempre conhecidas da matriz condutividade tér­
mica (B) •
Sendò objetivo do desenvolvimento a obtenção do 
vetor de temperaturas transientes {?} através de combinações 
lineares de temperaturas estáticas (J), propõe-se a relação (43) 
na qual o vetor {ffT} representa as constantes de proporcionalidade 
entre {T} e (J) .




.... ' = • • • • • {M}
{T2} _(J2l)_
é possível isolar o valor do vetor { T 2 }
- 1 , (50)
forma
A igualdade (50) pode ser montada na seguinte
(I)
•  •  •  • ' =
{T2>
ÍT^} (51)
A relação entre as temperaturas mestres e secun­
dárias, se utilizada sob a forma (51), torna possível a obtenção 
días" equações do problema em função apenas das temperaturas prin­
cipais } •
Substituindo o vetor {F} pela relação (51) na
6cr





ÍT^} +{C} ={0} (5Z)
A equação (52) apresenta, em relação a equação 
(27), a perda de simetria das matrizes multiplicadoraa dos veto- 
res {T} e {1} • Como é salientado no item 4.1, a simetria de 
tais matrizes é muito importante para a resolução do sistema, Vi- 
sandb restaurar a simetria perdida, é utilizada a propriedade das 
matrizes simétricas pela qual
(j,,) = (j,,)'^
Pré-multiplicando a equação (52) por
(I)
•  • • • • • • • • • •
T
obtém-sB, s-em perda de generalidade, a forma simétrica (53) para 
a equação geral do problema •
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ÍC} = {0} (53)
Adotando uma notação mais compacta, rBescreve-s« 
a igualdade (53) como
(A^){T^} + + {C^} = {0} (54)
oniiB o sub-índice r simboliza a redução realizada ao se obteir a 









A expxessão (56) pode ser reduzida algebrica-
mente a
- 1
conforme sre demonstra no Apêndice 8
cr método economizador proposto neste trabalho é 
S'intetizado pela equação (54), que tem sua resolução apresentada
no item 4.1 •
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5 -  PRCTGRAIÍIAS UTILIZADOS
5 .1  -  GENERALIDADES
0 método de cálculo apresentado neste trabalho 
só tem sua implernentaçao possível através de computadores eletrô­
nicos de médio ou grande porte. São usados dois programas básicos 
que sintetizam a aplicação da técnica dos elementos finitos, 
escritos em FORTRAN-IV e processados no IB(f|/360 dá UFSC e no 
Burrougs B-6700 da UnB. 0 programa DINAitiICO trata dos problemas 
de condução de calor transientes e o programa ESFAt ICO dos pro­
blemas de condução dè calor em regime permanente •
No programa DINAiDICO o  sistema de leitura de da­
dos, a montagem das matrizes de condutividade e de condutância 
térmica, do vetor carga térmica e a inclusão das condiçoes de 
contorno foram modelados com base no programa de Huebner (Ref,?), 
0 sistema de subrotinas responsável pela redução de Cholesky e
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pela análise modal do transiente térmico (CLUT, DPCHOL e DEIGEN) 
é dé autoria do Prof, Domingos Boechat Alves.. A subrotina CHAP, 
que realiza a inversão de matrizes, é do Prof. Clovis Sperb de 
Barcellos. As subrotinas (TATITILT e mATUEC, que efetuam a multipli­
cação de matrizes e de matrizes por vetores respectivamente, são 
proposições de B. Carnahan, Hi. A. Luther e J. 0. UTilkes (Ref.14), 
A subrotina PARTIC, responsável pela partição das matrizes foi 
desenvolvida durante a realização do trabalho sob a orientação do 
Prof, Clovis Sperb de Barcellos ,
No programa ESTÁTICO as subrotinas SOLVE e 
SOLiyiIX, que resolvem um sistema d;e equações lineares por elimina­
ção gaussiana, são de autoria do Prof. 3. F. Booker (Ref. 7) ,
5.2 - APLICAÇÕES BÁSICAS
Existem três tipos básicos de problemas qqe po­
dem ser resolvidos por este sistema ;
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1, problemas transientes de condução térmica bidimensio­
nais ou tridimensionais axissimétricos, lineares, através de 
materiais heterogêneos e anisotrópicos, em domínios com qualquer 
tipo de geometria ,
2* Problemas de condução térmica bidimensionais ou tridi­
mensionais axissimétricos, lineares, através de materiais hetero- 
geneos e anisotrópicos, sob regime permanente, em domínios com 
qualquer tipo de geometria •
3, Problemas de condução térmica bidimensionais ou tridi­
mensionais axissimétricos, não lineares em decorrência de sua 
condutividade térmica variável com a temperatura, através de ma­
teriais heterogêneos e anisotrópicos, sob regime permanente, em 
domínios com qualquer tipo dé geometria ,
0 primeiro tipo de problema é resolvido pelo 
programa DINA!T>IC0, podendo ou não ser usado o sistema economiza­
dor, 0 desenvolvimento da solução é o apresentado no Capítulo 4 •
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5 . 3  -  PRO GR AW! A ESTATICO
0 programa ESTÁTICO é uma variante do proposto 
por Hbebner (Ref. 7), que analisa fenômenos- de condução térmica 
linear, bidimensional, sob regime permanente, com seu campo de 
aplicação ampliado de modo a resolver também problemas de condu­
ção térmica não lineares, através de cálculo iterativo •
A não linearidade que se pretende resolver é a in­
troduzida por condutividade térmica variável com a temperatura. 
0" programa, cujo processo de solução é o mesmo do caso linear, 
resolve inicialmente o problema com a condutividade especificada 
pelo analista. Cbm o primeiro campo de temperaturas obtido são 
calculadas as temperaturas médias, de cada elemento através da mé­
dia aritmética de suas: temperaturas nodais, Com base na tempera­
tura média o programa determina a nova condutividade térmica por 
interpolação na tabela correspondente ao material de cada elemen­
to •
/
0 processo iterativo é interrompido de duas
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formas ;
1 - no fim da quinta iteração ;
2 - quando o erro relativo percentual definido pela rela­
ção (58) for menor ou igual a 0,005 •
T Tv>
EP = - - j. 100 (58)
Si
onde Ta é a temperatura calculada ne última iteração e T^ é 
a temperatura calculada na penúltima iteração •
As duas condições de suficiência que encerram o 
processo iterativo foram arbitradas após uma série de testes que 
demonstraram o comportamento fortemente convergente do sistema, o 
que pode ser avaliado pelo fato de o programa não ter ido além da 
quarta iteração em nenhum dos testes efétuados, funcionando sem­
pre o critério de erro mínimo para a interrupção do processo ite­
rativo, apesar da severidade desta condição que impõe erros meno­
res ou iguais a 0,005/2 •
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5.4 - PRINCIPAIS LIIïïITAÇOES
A limitação comum aos programas DlNfifíIICO e 
ESTÁTICD é o emprego compulsório do elemento triangular trinodal 
bidimensional, o mais simples e menos eficiente dos elementos bi­
dimensionais ,
5,4':.l - Limitações do programa ESTÁTICO
cr programa ESTATICt) em sua versão atual apresen­
ta as seguintes restrições i
1, Sua capacidade de resolução de problemas de condução de 
calor e restrita a não linearidade introduzida pela condutividade 
térmica variável com a temperatura, não sfindo ainda aplicável a 
problemas com condições de contorno que envolvam radiação •
2» Está programado com tabelas de condutividade térmi­
ca apenas para seis materiais, numa faixa de temperatura que vai 
dé 70 °r a 150t)°F, Em consequência, para ser aplicado a outros
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materiais que não sejam o aço carbono, aço austenítico desde o 
18Cr-8Ni até o 25Cr-20Ni, aço alto-cromo de 12Cr a 17Cr, aço 
baixo-cromo com Z % no máximo de Cr, alumínio e níquel-cro/no- 
ferro, será necessária a inclusão de tabelas correspondentes aos 
nnvos materiais. De maneira análoga, faixas de temperatura fora 
do intervalo 70°F a ISOOop ou escalas de temperatura em ou­
tros sistemas de unidades deverão ser incluídas no programa se 
necessárias •
5,4,2 - Limitações do programa DINAikiICO
0 programa DINfimlCO em sua versão atual apresen-» 
ta as seguintes restrições ;
1, Pode ser aplicado apenas a problemas de condução de ca­
lor lineares, excluindo-se quaisquer condições de contorno envol­
vendo radiação e propriedades físicas- variáveis com a temperatura. 
Carregamento térmico variável com o tempo, apesar de não alterar 
a linearidade do problema, também não é aceito mas pode ser imple­
mentado através de processos de integração mais elaborados ,
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2. 0 cálculo dos instantes iniciais do transiente com ra­
zoável precisão tende a altos custos pela exigencia de malhas 
muito refinadas .
3» A eficiência do processo economizador empregado é sem­
pre porporcinnsl ã experiência do analista em formar antecipada­





Neste capítulo estão expostos e analisados os 
resultados obtidos com os programas ESTAtICO e DINAiyIICO' em diver­
sas situações de uso ,
A apresentação dos resultados segue sempre a 
mesma sequência, iniciando com a descrição do problema, sua geo­
metria, suas constantes físicas, a carga térmica atuante e as 
condições de contorno existentes.. A seguir é determinada a malha 
de elementos finitos usada na discretização do domínio. Finalmen­
te, com base nas tabelas onde estão condensados os resultados dé 
cada caso, anslisa-se a qualidade da solução encontrada por com­
paração com soluções analíticas ou numéricas obtidas para o mesmo 
problema .
Sendo uma característica do método empregado o 
uso dé equações dimensionalizadas, o apareci^nento de unidades ora
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no Sistema Tnglês ora no Sistenja Internacional é imposição das 
soluções usadas para comparação
6.2 - REGIfllE PERITIANENTE
6.2.1 - Descrição do problema
0 problema térmico permanente é originado em uma 
placa retangular de espessura unitária (Fig. 4), com comprimento 
cinco vezes maior que a largura, tendo três de seus lados isola­
dos termicamente enquanto o lado restante é mantido a uma tempe­
ratura constante. Supõe-se as superfícies da placa totalmente 
isoladas do meio •
A carga térmica atuante se manifesta através dè 
uma taxa de geração interna de calor uniformemente distribuída 
pelo domínio de solução •
A condutividade térmica K foi considerada va­
riável com a temperatura e os primeiros resultados são os que
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correspondem ao protlema com condutividade térmica constante .
\
6.2.2 - Discretização do domínio
A malha usada é; composta por vinte elementos 
com dezoito nós. 0 trechoc do contorna; com temperatura especifi­
cada é constituído pelos nós 16, 17 e 18. Os demais nós do con­
tornai são mantidos soId isolamento térmico .
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FIGURA 4, Discretização do domínio do problema permanente*
3T(x,l) _ „ 3T(0,y) _ « 3T(x ,0) _ «
3 y  - 3x ■ ® ' ~ Í ~ J  0 •
6,2,3 - Análise dos resultados
CTs resultados numéricos obtidos pelo programa 
ESTAtICO' foram confrontados com a solução analítica dé Kirchoff 
para a equação estática da condução de calor em sólidos heterogê­
neos e isotrópicos com condutivid&de térmica variável (Ref, ll)* 
Para tanto usou-se o erro percentual relativo definido pela rela­
ção (60) (ver item 6,3,3 ) •
75
ontjé A é o resultado analítico e B é o resultado numérico 
calculadb pelo programa ESTÂTTEO •
As tabelas 1 e 2 apresentam respectivamente os 
resultados obtidos para placas de aço carbono submetidas a gradi­
entes de 1500op a 70op e BOO^F a 70®P, causados por níveis de 
geração interna de calor de 2880 Btu/h-ft^ e 1670 Btu/h-ft^ •
As tabelas 3 e 4 apresentam respectivamente os
resultados obtidos para placas de aço baixo-cromo submetidas aos
mesmos gradientes que as placas dè aço carborro, originados por
fontes de geração interna dè calor dè 2o93 Btu/h-ft^ ® 
1089 Btu/h-ft^ .
0 exame dos resultados apresentados nas tabelas 
1, 2, 3 e 4 leva as seguintès conclusões :
1, A resolução iterativa do problema de condução térmica 
não linear por elementos finitos, apresenta convergência muito 
rápida mespio para materiais que, como o aço earbono, sofrem as 
maiores variações dè condutividade térmica constatadas entre os 
metais, para um mesmo acréscimo dè temperatura ,
2, 0 programa ESTÁTICO demonstrou boa precisão
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considerando-se que o erro médio apresentado em relaçao a solução 
analítica dé Kirchoff oscilou entre 0,4^ e 0,5?S para o aço baixo- 
cromo e entre 2,6?S e 3,1^ para o aço carbono, sob gradientes que 
abrangem desde 15(J0°F até a temperautra ambiente (70op) ,
3. (Tbservando nas tabelas 1 e 2 os erros percentuais obti­
dos para as placas de aço carbono, sob os diferentes gradientes, 
pode se afirmar que para gradientes não rnuito acentuados^ mesmo em 
materiais com coeficiente de condutividade térmica bastante va­
riável com a temperatura, é possível considerar K constante e ob­
ter uma aproximação razoável nos resultados» É evidente que para 
materiais com K mais estável como o aço baixo-cromo (tabelas 3 e 
4') esta aproximação é ainda melhor, Nos casos mais simples, prin­
cipalmente em problemas com gradientes curtos, é possível consi­
derar K constante sem incorrer em erros significativas. Entre­
tanto, a determinação de normas precisas para este procedimento 




ELEI^ENTOS FINITOS ERRO PERCENTUAL
k=canst. k=k(T) k=const. k=k(T)
0,0 1,2,3 1500 1190 1545,5 20,67 3,03
1 , 0 4,5,6 1422 1144 1466 19,55 3,09
2,0 7,8,9 1206 1009 1242 16,33 2,99
3,0 10,11,12 887 7.85 914 11,50 3,04
4,0 13,14,15 500 472 514 5,60 2,80
TABELA 1. Temperaturas nodais (°F) calculadas em regime perma-
-1 -3nente para uma placa de aço carbono com Q = 2880 Btu h ft .
irrÉTDDOS EiriPREGADOS
X nós KIRCHOFF
ELEíílENTOS FINITOS ERRO PERCENTUAL
k=const. k=k(T) k=const. k=k(r)
0,0 1,2,3 800,0 719,0 824:, 9 10,13 3,11
1,0 4,5,6 766,8 692,7 790,1 9,66 3,04
2,0 7,8,9 669,7 614,8 689,5 8,20 2,96
3,0 10,11,12 515,4 485,1 529,8 5,88 2 ^ 7 9
4,0 13,14,15 312,4 303,5 320,6 2,85 2,62
TABELA 2, Temperaturas nodais (®F) calculadas em regime perma-
—1 -3nente para uma placa de aço carbono com Q = 1670 Btu h ft .
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WêTODOS EW PREGADO 5
x nós KIRCHOFF
ELEIÍIENTOS FINITOS ERRO PERCENTUAL
k=const. l€=k(T) ksconst. k=k(r)
0,0 1,2,3 1500,0 1446,2 1507,3 3,59 0,49;
1,0 4,5,6 1440,5 1390,5 1447,0 3,47 0,45
2,0 77,8,9 1263,4 1225,5 12fi8,9 3,0 0,44
3,0 10,11,12 972,0 950,3 976,2 2,23 0,44
4,0 13,14,15 571,9 565,2 574,2 1,17 0,40
TABELA 3. Temperaturas: nodais (°F) calculadas- em regime permanen-
“1 -3te- para uma placa de aço baixo-cromo com Q = 2093 Btu h ft
irrtTODOS Em PREGADOS
x nós KIRCHOFF
ELEIDENTOS FINITOS ERRO PERCENTUAL
k=const. k=k(r) k=const, k=k(T)
0,0 1,2,3 800,0 786,0 803,6 1,75 0,45
1,0 4;,5,6 770,3 757,1 773,4 lr7.1 0,40
2,0 7>B,9 681,2 671,2 684,.0 1,47 0,41
3,0 10,11,12 533,8 52.8,0 535 „9 1,09 0,39
4,0 13,14,15 329,4 327,6 330,6 0,55 0,36
TABELA 4. Temperaturas nodais (°F) calculadas em regime permanen-
té para uma placa de aço baixo-cromo com Q = 1089 Btxi h~ ft”
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6.3 - REGrirrE: t r a n s i e n t e
6.3.^ 1 - Descrição do problema
0 transiente analisado desenvolve-s« na placa 
retangular de espessura unitária esquematizada na fig, 5, sendo a 
proporção entre o comprimento e a largura de 5 para 2,. A peça é 
inicialmente isolada do meio e mantida a lODÍJoC , CT problema tem 
início quando é removido o isolamento de um dós lados e se esta­
belece um processo convectlvo com o ambiente a 0°C • Supõe-se as 
superfícies da placa totalmente isoladas dò meio •
Os parâmetros físicos de condutividade e condu­
tância térmicas, massa e calor especifico são os seguintes ;
ITTodulo de Biot: Bi = = 2
K
Difúsividade térmica: a = — —  = 1
P Cp
6,3,2 - Discretização do domínio
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FIGURA 5, Discretização do domínio de solução do problema em
regime tíansiente 6.3. = o ,  = o ,  = 0 .O y o X o y
A malha usada é composta por uinte elementos com 
dezoito nós, 0 trecho do contorno submetido ã convecção é consti­
tuído pelos nós 16, 17 e 18 , O isolamento térmico é mantido nos 
nós 1, 2, 3, 4, 6, 7, 9, 10, 12, 13 e 15 ,
Foram calculadias as tem'peraturas para os seguin­
tes- tempos adimensionais expressos pelo tnódúlo de Fourier :
Fo = g t
l 2
= 0,1 ; 0,2 ; ; 1,3 ; 1,4
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Definindo-se um comprimento Ç = —ÍL- , adimen*
L
sional, ondé L é o comprimento total do domínio e x é um pon­
to genérico, analisou-se o comportarnento térmico d© placa para os 
pontos
Ç = (0,0), (0,2), (0,4), (0,6), (0,8), (l,0) .
6,3.3 - Análise dos resultados
Os resultados numéricos obtidos pelo programa 
DrwAiyüCO foram comparados com a solução analítica expressa peles 
cartas unidimensionais da condução térmica transiente para pla­
cas planas de Boelter, Ctterry, Johnson e irrartinelli (Ref, 12) •
A geometria dé placa bem como as condições de 
contorno atuantes permitem a hipótese de condução unidimensional 
díJ calor para efeito dé comparação dos resultados com a solução 
analítica •
para a avaliação dos resultados obtidos foram 
usados três tipos de erro :
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1, Erro absoluto Ea :
Ea = A - , (59)
sendo A o resultado analítico e 8 o resultado numérico obtido 
pelo programa DlNAf?!lCO em cada nó •
2. Erro relativo percentual Ep :
Ep = -  -100 5 (60)
A e ff com o mesmo signi-ficado dO item anterior •
3. Desvio padrão DP :
f9d
Z (Ai - 1 
DP =    - 1^  (6 1 )
Hd
srendo Aj[ e respectivamente os valores analíticos e numéricos
calculados para todos os Na nós: de tiemperatura desconhecida, em 
CBda instante do transiente
Também foram considerados para cada instante os 








Êp = — ----  (63)
«d
Justifica-se a diversidade dé parâmetros usados 
na avaliação do desempenho do programa DINAiíJICO por ter sido es­
te o primeiro teste efetivo da consistência do sistéma de resolu­
ção por análise modal de transientes térmicos •
Ra apresentação dos resultados, o valor calcula­
do por elementos finitos em cada ponto dd tempo t e do espaço 
ç é sempre a média aritmética das temperâturas dos três nós que 
constituem a secção considerada da placa* Exemplificando: para 
Ç = 0,4 eiT) qualquer tempo Po , a temperatura lançada na tabela é 
a média aritmética das tempejraturas calculadas pelo programa 
DTNAuíIICO para os nós T', 8 e 9 ,
Da tabela 5, que condensa os resultados db pro­
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X Io = 1.3 Fo = 1 . 4
L
Teor, El. Ea Ep Teor. El* Ea Ep
0 , 0 265 260,7 4.3 1,62 233 231,7 1,3 0,56
0 , 2 254 254 0 0 225 226
%
- 1 -0,44
0.4 241 236 5 2,07 215 2 1 0 5 2,33
0 , 6 2 0 8 2 0 8 0 0 186 185 1 0,54
0 , 8 175 169 6 3,43 155 151. 4 2 , 5 8
1 , 0 126 123,3 2.7 2,14 1 1 2 109,3 2,7 2,41
DP = 3,80 DP = 2,94
ip Ep
3 1,54 2,17 1,33
TABELA 5. (Continuação)
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1, Considerando que em nenhum instante do transiente o er­
ro percentual médio Ep atingiu 1 , 6 % , que o maior erro absolu­
to médio Ea foi de 11,59?C ,num gradiente de aproximadamente 
930°C, pode se concluir que o sistema de cálculo montado é con­
sistente e apresenta boa precisão numérica •
2, Como era esperado, os erros não apresentaram tendência 
a crescer com o desenvolvimento do transiente. Atingiu-se assim 
um dos objetivos propostos que é um método apropriado para o cál­
culo de transientes prolongados sem o inconveniente acúmulo de
erros apresentado pelos métodos iterativos •
3, Tendência a erros maiores nos instantes iniciais do 
transiente, comprovando a deficiência característica da resolução 
por anájise modal ,
6.4 - REGimE TRANSIENTE ATRAI/ÉS DO ITIÉTODO ECONOlíllZADOR
6.4,1 - Descrição do problema
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O transiente a ser calculado se origina em uma 
placa de '^agnésio quadrada, com espessura unitária, mantida ini­
cialmente a uma te-^peratura uniforme de 50 °F. Subitamente são 
especificadas temperaturas em seus quatro lados de maneira que 
três deles permaneçam a 0 °F e o restante a 200 °F. Supondo que 
nào há qualquer troca de calor com o ambiente através das super­
fícies superior e inferior da placa, deseja-se saber a distribui­
ção de temperatura que se estabelecerá com o passar do tempo .
As- constantes físicas da placa são as seguintes: 
condutividade térmica K = 99 Btu/h-ft-°F 
massa específica p = 109 Ibm/ft^ 
calor específico = 0,232 Btu/lbm-°F
6,4,2 - Discretização do domínio de solução
A malha usada, esquematizada na Fig. 6, é com­
posta por 72 elementos com 49 nós, O contorno submetido a 






FIGURA 6. fflodelação por elementos finitos para o problema 
proposto no item 6.4 e
2B, 29, 35, 36, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48 e 49. 0 contorno sub­
metido à temperatura de 200op é constituído pelos nós 1, 2, 3, 4, 
5, 6 e 7 .
0 problema foi resolvido para quatro distribui­
ções diferentes de nós mestres e secundários, alésn da solução 
usando a malha inteira como base para comparação dos resultados, 






















FIGURA 8, Configuração "sete nós secundários (a)"
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FIGURA 10, Configuração "nove nós secundários"
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1, Quatro nós secundários (Pig* 7) •
2, Sete nós secundários (a) (Fig. 8) * 
3* Sete nós secundários (b) (Fig, 9) ,
4, Nove nós secundários (Fig. 10) ,
6,4,3 - Análise dos resultados
Os resultados obtidos pelo programa DiNAmiCO 
foram comparados com a solução obtida por ' J. R, lüelty (Ref, 9) 
pelo método das diferenças finitas e estao apresentados nas tabé-- 
las 6, T e 8 que correspondem respectivamente as distribuições de 
temperatura para os instantes t = 0,004 h ; 0,008 h ; 0,012 h •
Os critérios usados na avaliação dos erros são 
os definidos pelas relações (59), (60), (61), (62) e (63) •
Observa-se nas tabelas 6, 7 e 8 que ;
1, Os erros não crescem ao longo do transiente, A tendên­
cia: é de erros relativamente maiores no início, diminuindo até um 
nível de estabilidade •
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2, fjá grande diferença na qualidade das soluçoes apresen­
tadas pelas duas configurações corn sete nós secundários. A malha
(a) oferece um ótimo padrao de confiabilidade, resumido por um 
desvio padrao que não ultrapassa i 0,87OF, enquanto (b) apresenta 
pera o melhor resultado um desvio padrão de^l9,17op (t=(J,0D8h) ,
3. Comparsndo as soluções apresentadas pelas malhas 
"quatro nós secundários" e "sete nós secundários (a)", constata - 
se que a primeira leva ligeira vantagem no instante inicial sendo 
superada pele segunda nos demais instantes, também por pequena 
diferença .
4, CTs resultados das malhas "sete nós secundários (b)" e 
"nove nós secundários", mesmo apresentando níveis de erro que os 
desqualificam, trazem uma informação importante que é a superio­
ridade da segunda malha sobre a primeira ,
5. Apesar de os resultados ponto a ponto das: malhas "sete 
nós secundários (b)" e "nove nós secundários" se mostrarem muito 
ruins, os erros médios Ea e Ep são pequenos e as temperaturas 
médias das placas se mantêm dentro de licites razoáveis ao longo 
do transiente .
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* NÕS SECUN DÁ RIOS
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TABELA 7. Problema transiente - Sistema economizador. (t =<^008 h)
* NÕS SECUNDÁRIOS
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*  N Ó S s e c u í j d A r i o s
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Aparentemente os fatos resumidos nos itens 2, 3 
e 4 contrariam a expectativa de uma perda na qualidade da solu­
ção ã medida que se diminue a ordem da equação matricial pelo au- 
[Tiento do número de nós secundários. Em linhas gerais, é isto que 
se verifica desde que a seleção dos nós secundários se faça cor­
retamente ,
0 critério de seleção dos nós secundários é a 
importância secundária dos mesnos no estabelecimento do campo 
térmico, NÓs situados em regiões de maior gradiente são sempre 
pontos importantes que não devem ser eliminados sob pena- de per­
das graves' nos resultados .
Neste problema as condições de contorno tornam 
simples a localização da região de maior variação de temperatura, 
que se situa na linha média que une o lado mantido a 2 0 0 ao la­
do oposto, constituída pelos nns 4, 11, 18, 25, 32, 39 e 46 , De­
ve ser salientado que o nó 25, apesar de situado na região de 
maior variação térmica, mantém sua temperatura inalterada do iní­
cio ao fim do transiente,. Este comportamento é motivado pela i- 
gualdade entre a temperatura inicial e a temperatura média
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durante todo o processo e pela localização central do nó, justi­
ficando sua escolha cono secundário nas quatro configurações es­
tudadas. Corn base nestas colocações, é simples a explicação dos 
fenômenos- resumidos nos itens 2, 3 e 4 ,
A configuração "sete nós secundários (a)** tern 
apenas um nó secundário na região de maior gradiente, enquanto 
que a configuração (b) tenj três. Daí a maior eficiência da pri­
meira enr relação ã segunda «
Como já foi mencionado, uma carcterística da a- 
nálise modal á a relação de prnpnrção entre o número de nós con- 
s-iderados e a precisão dos resultados no início do transiente, A 
malha "quatro nós secundários", por apresentar maior número de 
nós mestres que a "sete nós- secundários (a)", tem melhor resposta 
para a parte inicial do transiente* Esta tendência se inverte a 
partir do instante t = 0,008 h quando prevalece a melhor sele­
ção de nós secundários da segunda malha ,
O ítetn 3 apresenta umi resultado surpreendente 
pois as duas malhas têm o mesmo número de nós secundários sobre a 
r-egião de niaior variação de temperatura, tendo a malha "nove nós
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secundários**, mesmo com dois nós mestres a menos, levado a resul­
tados levemente superiores aos da malha '»sete nós secundários
(b)” nos três instantes calculados, A explicação para o fato está 
baseada na sensibilidade do cálculo de autovalores a direções 
preferenciais introduzidas ou inerentes ã malha de elementos fi­
nitos* A configuração com nove nós secundários equilibra a ten­
dência a uma direção dominante, o que não acontece com a malha 
"sete nós secundários (b)", que tem todos os seus nós secundários 
dispostos aó longo da região de maior gradiente ,
6.5 - Regime transiente - Coordenadas cilíndricas
6,5.1 - Descrição do problema tridimensional axissimátrico
0 problema transiente analisado desenvolve-se em 
um cilindro com altura igual ao raio e isolado termicamente do 
meio em suas extremidades superior e inferior, conforme a figura
icri
FIGURA 11. Sistema de coordenadas cilíndricas e topologia da 
raalha de elementos finitos. ~(r,l)=0, |^(r,0)=0, ~ ( 0 , z ) = 0  .
O Z o Z d IT
11. A peça é inicialmente isolada do meio e njantida a lOOOoC» CT 
problema tem início quando o cilindro é subitamente colocado em 
contacto com um ambiente a (TOC, ao qual começa a ceder calor por 
convecção.
As propriedades físicas necessárias a resolução
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do problema são definidas pelas relações
fflódulo de Biot Bi = — = 1
K
6.5,2 - Discretização do domínio
A malha usada é composta por 50 elementos e 
36 nós, O trecho do contorno submetido a convecção é constituído 
pelos nós 31, 32, 33, 34, 35 e 36 • Os nós 1, T, 13, 19 e 25 são 
isolados por imposição do problema. Os nós 2, 3, 4, 5, 6, 12, 18, 
24 e 30 são isolados de modo a simular a simetria do domínio, já 
que -^0,z) = 0  e ^ r , 0 )  = 0 .
9r 9z
Foram calculadas as temperaturas para os seguin­
tes tempos adimensionais expressos pelo módulo de Fourier :
Fo = = 0,1 í 0,2 ; 0,3 ; 0,4 ; 0,5 ; 0,6 ; 0,7 ; 0,8 ;
l2
0,9 ; l,a ; 1,1 ; 1,2 .
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Definiu-se um raio adirnensional R = onde R
é o r£Ío do cilindro e r um ponto interniediário entre R e ze­
ro. Fora-r. calculedes as te-^pereturas para R = 0,0 ; 0,2 ; 0,4; 
O', 6 ; 0 ,8 ; 1,0 .
5.5,3 - Análise dos resultados
Os resultados numéricos obtidos pelo programa 
DINÂfnrcO foram comparados com a solução analítica expressa pelas 
cartas unidimensionais da condução de calor em regime transiente 
para cilindros de Boelter, Cherry, Jbnhson e llflartinelli (Réf.. 11), 
uma vez que a geometria do domínio e as condições de contorno 
permitem a hipótese da condução unidimensional do calor •
Os resultados apresentados na Tabela 9 e na fi­
gura 12 permitem as seguintes conclusões :
1. Os resultados obtidos na região do cilindro próxima ao 
eixo z até R = 0,2 são ruins. Na região correspondente a 
R = aind^i predomina um nível de erro considerável com
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Êã = 14,3^ para Fo = 1,2 r Na faixa formada por valores entre 
R = (T,6 e R = 1 os: erros são mínirnos • Este comportamento já 
era esperado pais a utilização do raio médio f do elemento na 
resolução do problema, conforme apresenta o Apêndice,. 5, é um fa­
tor de geração de erros muito pronunciados na região próxima ao 
eixo z ,
2. Considerando a deficiência inerente ao processo de re­
solução que utiliza o raio médio f, os resultados obtidos permi­
tem concluir que o sistema desenvolvido para domínios tridimen­
sionais^ funciona satisfatoriamente ,
3. Fica evidenciado pelos itens 1 e 2 que a faixa de uti­
lização eficiente do método proposto tem início para valores de R 
oscilando em torno de 0,4 . Uáriaçoes sobre este limite existirão 






































































































































































































































































































































































































































































FIGURA 12 - Resultados do problema tridimensioiial axissiimétrico
t(h)
t(h)
FIGURA 12 - (Continuação)
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t(h)
FIGURA 12 - (Continuaçao)
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6.6 - CÁLCULO DO CAmPO DE TEITIPERATDRAS NA SECÇ?\0 RETA DE UfTlA PA 
DE TURBINA
6.6,1 - Descrição do problema
t analisado neste item o problema proposto por 
Livingood e Saws, apresentado por Schneider (Ref, 15, p. 162) .
0 objetivo da análise é a determinação dn campo 
de temperaturas que se estabelece na secção reta da pá de turbina 
a gás esquematizada na figura 13,. A pá é atravessada no sentido 
longitudinal por dois dutosi de refrigeração por onxie circula água 
a 200°r. Livingood e Sams estudam o problema da condução perma - 
nente de calor através de técnicas de relaxação •
Com o objetivo die testar o funcionamento do pro­
grama DINSiíiICO em domínios de contorno irregular, foram feitas 
algumas alterações na proposta original, de forma a reconstituir 
o período que se inicia com a entrada da turbina em funcionamento 
e perdura até as lâminas entrarem em equilíbrio térmico, quando o 
campo dè temperatura se estabelece de forma permanente ,
lier
para a resolução do problema foram feitas as se­
guintes hipóteses sinplificativas ;
1, Todas as propriedades físicas sao constantes e corres - 
pondem ao campo permanente de temperatura ,
2. No início do transiente o campo de temperatura da pá e 
uniforme e igual a 200°F .
3* 0 início do problema se dá quando a turbina é acionada, 
o que prouoca o estabelecimento instantâneo de uma temperatura 
ambiente de 2000°P •
4, A pá só troca calor com o meio por convecção, através 
dos dutos de refrigeração e pela superfície externa em contacto 
com o ambiente a 2000°r •
Aa constantes físicas tomadas são ;
condutividade térmica K = 15 Btu/h-ft-°F 
massa específica p = 488 Ibm/ft 
calor específico Cp = CT,11 Btu/lbni-°r 
temperatura da água de refrigeração T = 200°F 
temperatura ambiente = 2000°F
111
coeficiente de película h nos tubos de
refrigeração = 237Q Btu/h-ft^-°F
(T coeficiente de película na superfície externa 
da pá varia entre 176 e 390 Btu/h-ft -°F conforme o ponto 
considerado do contorno. As dimensões do domínio e a variação de 
h ao longo do contorno estão detalhadas na figura 13 .
6,6,2 - Discretização do domínio de solução
A figura 14 apresenta a malha com 165 elementos
e 121 nós usade na discretização do domínio .
6*6,3 - Analise dos resultados.
A duração de 0,02 horas (72 segundos) do tran­
siente, bem como es temperaturas médias da pá nos instantes
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calculados estão ilustrados na figura 15, Optou-se pela apresen­
tação dos resultados através das linhas isotérmicas indicadoras 
do campo de temperatura na pá em diferentes instantes do tran­
siente, por não existir outra solução qe permita uma comparação 
ponto a ponto além da apresentada por Schneider (Ref, 15) sob a 
fortna de uís gráfico com as isotermas correspondentes ao campo de 
temperatura da pá (pig, 28) *
A solução por elementos finitos está contida nas 
figuras; 16 a 27 que mostrani respectivamente os resultados obtidos 
para os instantes t = 0,0001; 0,0002; 0,0009; 0,001; 0,02 h •
Comparando a figura 27 que representa o campo de 
temperatura permanente ná pá com o resultado proposto por Livin - 
good e Sams na figura 28, observa-se que a distribuição e a forma 
das isotermas são semelhantes enj ambos os casos. Porém nas: 
regiões do contorno, em particular noss bordos de ataque e fuga, e 
rra parte superior da pá, existem diferenças de até 100 F entre 
as^  duas soluçoes •
üm exame da figura 13 mostra que nas regiões 
onde a malha empregada por Livingood e Sams não têm flexibilidade
113
suficiente para modelar o cnntnrno é que se verificam as diferen­





FIGURA 28. Ca-^ po per^nanente de temperatura 
segundo Livingood e Sa-ns •
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FIGUItt 14. DlscretlzaçSo do perfil em 121 nis e 165 elementos .
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1 - CONCLUSSES E 5UGESTÜES PARA TRABALHOS FUTUROS
7^ .1 - 0 mÉTODO DE ELEfTlENTOS FINITOS COiyiO INSTRUiTlENTO DE ANÁLISE 
TÉRmICA
0 grau de precisão dos resultados obtidos e a 
facilidade de discretização e montagerri da malha, rnesmo sobre do­
mínios heterogêneos com contorno irregular e características ani- 
sotrópicas, confirmaram plena-^ente a versatilidade e segurança da 
técnica de elementos finitos aplicada a análise térmica, rfTesmo as 
li-^itações presentes no sistema criado, como a necessidade de 
condições de contorno constantes com o tempo ou a exigência de li 
nearidade em problemas sob regime transiente, não sao restrições 
inerentes ao método» Entretanto são li-^itações indiretas causa­
das pela exigência de centros de processa-riento de grande porte •
A utilização do método dos elementos finitos é 
obtida com o sacrifício da sim-plicidade de programação e dos. bai­
xos custos de processamento, exigindo sempre um volume de dados
de entrada superior a qualquer outro processo de calculo numérico,
ê evidente que, rr,ontado o sistema, sua aplica­
ção fica facilitada, Ainda assim não é conveniente o uso indis­
criminado desta técnica, principalfnente pela diferença nos custos^ 
de processamento se comparada aos métodos convencionais ds cálculo 
nutt)érico ,
De modo geral pode ser afirmado que problemas de 
r üVdução térmica com geometria regular, sejam plscas retangulares 
r<3 quadradas, sólidos axissimétricos e configurações obtidas por 
'üomposiçao de domínios com contorno regular, admitem solução mais 
simples e econômica, dentro dos mesmos níveis de confiabilidade , 
através de diferenças finitas, (J campo de aplicação dos elementos 
finitos surge a medida que os contorno do domínio tomsm fnrmasc 





7\2.1 - Quanto ao elemento
Em geral, sofisticando-se o ele-riento por scrés- 
cÍttio de nns e de graus de liberdade através de funções interpols- 
diras de orden» msis elevada, diminui-se o número total de ele- 
moçítns necessários para a discretizaçio do domínio. Porém este 
procedimento tem um limite além do qual o ganho obtido não com 
pensa o trabalho exigido. Segundo Huebner (Ref, 7), elementos 
que necessita"! funções interpoladoras com ordem superior a 3 rara­
mente são viáveis. Dentro deste limite poderia se desenvolver um 
estudo comparativo do desempenho de elementos triangulares com 
funções de interpolação lineares, quadráticas e cúbicas (Fig, 29) 
estabelecendo padrões de aplicação a análise de problemas de con­
dução de calor,
0 estudo sugerido pode ainda ser ampliado de ma­
neira a utilizar também elementos retangulares, que apesar de sua 
ineficiência ne modelação de contornos curvos ou irregulares, 
apresentam facilidade de implementação de suas funções interpola­
doras se comparados com elementos triangulares, especialrnente nns
casos quadráticos ou cúbicos* Esta ampliação pode ser feita atra­
vés da montage-^ de um sistema que use eler^entos triangulares no 
contorno da malha deixando o espaço interno do domínio para os 





FIGURA 29, Formações clássicas dos elementos triangulares : 
(a) linear com três nós, (b) quadrático com seis nós*
(c) cúbico com quatro nós* (d) cúbico com dez nós •
(a)
<)--------------------------------- <> <)----------------e--------------- <) ( >----------0 ---------- e --------- ep










FTGURA 30* Configurações clássicas: de elementos retangulares : 
(a) linear com quatro nós, (b) quadrático com oito nós * 
(c) cúbico com doze nós *
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- O
' ::.URA 30à. Elementos isoparamétricos,
(a) Triangular, (b) Quadrilátero ,
A última etapa deste estudo e a implementação 
dns elementos isoparamétricos. Tais elementos, formados por seg- 
n\entns curvos, mndelam perfeitamente qualquer tipo de contorno 
sem a necessidade de malhas refinadas. Em contrapartida,suas fun­
ções: interpoladoras são mais complexas, encarecendo sua aplica­
ção ,
7,2.2 - Quanto as condições de contorno
Uma das limitações do programa DlNÂífilCO já men­
cionada, é a imposição de condições de contorno constantes com o 
tempo, Esta restrição pode ser eliminada com as seguintes modi-
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ficaçòes no programa :
1, 0 vetor carga térmica deve ser adaptado pare receber os 
termos variáveis com o tetr.po •
2. Inclusão de um subprograma capaz de resolver a equação 
(42) correspondente ao problema com condições de contorno variá - 
vel'3 com o tempo •
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FORWULAÇM do PROBLEfHA IRrDIlíTENSIONAL AXlSSlITrÉTRICO
A equação da condução de calor em solidos hete­
rogêneos e isotrópicos
P Cp II = V . (KVT) + Q (2)
sob coordenadas cilíndricas assume a forma
3T 3 3T, , 1  3 .
 ^ S  Tí = 3Í> + —  3t<"r *




0 If) + fjíKr T) + r |^(K, ff) + r Q
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FIGURA 31, Coordenadas cilíndricas
Reordenando convenientemente os termos obtem-se
a equação
3T
^ P ?t K, ||) ^ r Q (7)
As Gondiçoes de contorno admitidas siio
1. Temperatura especificada T s T(r,z) •
2. Fluxo de calor especificado r q , Na fronteira do do­
mínio se estabelece a igualdade
- qc + r q = 0
ou
r K 3T 3T = 0
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3. Fluxo de calor por convecção ^ fronteira do
domínio se estabelece a igualdade
- 4- r = 0
ou
r n, + r + r h(T - ) = 0
Adotou-se a convenção proposta por Arpaci (Ref, 
ll) para o sentido positivo e negativo dos fluxos de calor esque* 
niatizados nas figuras 32 e 33 deste apêndice ,
r q
FIGURA 32. Fluxo de calor especificado r q .
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0 elemento usado neste trabalho é triangular com 
três nós distribuídos em seus vértices (pig. 3*^ ), As funções in­





PIGURA 34 , Elemento triangular trinodal, com um grau de 
liberdade por nó ,
PunçÕes interpoladoras correspondentes :
onde
N (xi,yi) = --- + c^y)
2 t
N2(X2,Y2) = --- (^2 + b2X + C 2Y)
2 à




1 X3 Y 3
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Os parâmetros constantes a, b, c são dados por :
»1 = X2Y3 - X3Y2 , = yj - Ï3 .
^3 = ^1^2 ■ =‘2''l ' b3 = yi - Y2 - C3 = X2 - x^
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APÊNDICE 3
DEDUÇ7\0 da EQUAÇ7\0 (17) A PARTIR DA EQUAÇÍ^ O' (l6),
Para maior clareza separou-se a equação (l6) se­
gundo õs componentes
1=) // «i ãifKx
D<'>
35) // N £ Q dxdy
Dfe>
4 ' )  / /  p Cp Ni dxdy
D<">
Com base no Teorema de Green integra-se por 
partes o pri-T^ eiro componente, de forma que
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u =  ^N£ dy
(e) (e)
obtendo a igualdade
! !  « i  t | ( K k  H )  axdy =  ^ K^ N i dy +
D.(e)








onde dy = n„ dc,
4
,(e)
Repetindo o procedirnento com o segundo ter^o
de modo que
u = / Ni dx du = — ( (f Ni dx)dy ,
ie)









, ,  3líe) 3Ni
(g )
sendo dx = n ^  dc^
Uoltando a equação (16) com os novos valores ob­
tidos para o primeiro e segundo termos obtém-se
> )  Je)
4 ^
f 31^ ®^  .fe) /•/• 3N-- ^Ky Ni n„ dé®^ - // k  ^ dxdy +
(e)^  3y  ^ y 4 ) 3y 3y ^
C ' D'
(e) # >+ // Ni Q dxdy - // P Cp Ni —  dxdy = 0
Para completar a passagem entre as: equações (l6)
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e (17) é suficiente urn reagrupamento dos termos na forma
9Ni 9Ni ,, (e)
- // + Ky -  -^) dxdy + // Ni d ^dxdy +
+ M k * nx + Ky |i ny) Ni de®' - J/p Cp Ni |i dxdy =
J f  D<^ >4
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APÊNDICE 4
RES01UÇ7\0 das INTEGRAIS (20) A (25)
1, Derivadas parciais das funções de interpolação em relação
a X e y
9Ni _ abi 3Nj _ 9bj
9x “ n  9x “
(64)
3Ni _ 3ci _ _3£Í
9y 2 L 3y 2 A
As funções de interpolação N^, os parâmetros 
constantes aj^ , b^, cj e a área A do elemento estão especificados 
no Apêndice 1 .
2. Resolução da integral (20)
Aplicando as relações (64) e letr'brandn que o e- 
lemento tem uma espessura E , normalmente tomada como unitária, 
chega-se a integral
142
= I I  (K
D'íe)
b£ b ; C£ cj
"y r i  2Í>
que efetuada lev/a a igualdade
4 A
( b i  b j  / /  Kx  dxdy + C j / J  Kydxdy)
D'.(e)
Pnr serem e constantes no interior de um
elemento, utilizando a Tabela ICT obtém-se a expressão
4 à
(K b .  b .  + K c .  c . )  
X 1 j  y 1 J




2 2 K b, + K cf X 1 y 1
''xt'2'’3+^ = 2=3
3. Resolução da integral (21)
Por ser Q constante no interior do elemento e
pela aplicação direta da Tabela 11, obtém-se * Consi
derando que a geração interna de calor Q expressa por seus valo-
res nodais tem 0 forma Q = + Q2N2 + Q3N2 f a integral (2l)
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pnde ser escrita co-^ o
Q i  = / /  ( Q i ^ i  + Q2N2 + Q3N3) N.  dxdy (65)
D.(e)
Submetendo a integral (65) a Tabela 11 e colo-
csndo-a diretamente em sua forma matricial chega-se a
2 1 1  





4. Resnluçãn da integral (22)
Esta integral é específica para os elementns que 
pertencem ao ccntnrno do domínio (Fig* 35). Se os nós i e j do 
elemento em estudo estiverem situados na fronteira onde exista 
fluxo de calor constante q especificado, de acordo com a Tabela
10 chega-se a expressão
. sendo = ( (Xi-Xj)2+(yi-yj)^ )2
que tem a forma matricial
L 144
FIG. 35. Elemento dn con- 
tnrno no qual há cnndução 
ou convecção especificada.
Se hnver fluxo de calor especificado nos ele - 
'T’entos internos dn do-^ínio, a matriz influência que traduzirá es* 
te fato será
{q}
5. Resolução da integral (23)
Este termo é específico pera elementos localiza­
dos no cnnt-^rno do domínio. Supõe-se que o coeficiente de trans- 
missãn convectiva de calor h seja constante ao longo do segmento 
de contorno analisado ,
Para resolver esta integral á conveniente 
colocá-la em sua forma matricial
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N.N. 
1 1 N.N .1 J
N.N, 1 k
(h)^ >^ = h 1 N.Ni N.N. 
3 J
‘"a N.N . 
k 3
onde os valores da função de interpolação associada a um nó
interno, são nulos por tratar-se de um fenômeno que ocorre apenas 










6. Rasolução da integral (26)
De maneira análoga a integral (22) obtém-se




7. Resolução da integral (25)
Supondo o calf^ r específico Cp e a massa especí­




N. N.  1 1 N.N .1 J




J J ^ ^ k
N, N.k X N, N . k 2 ^k^k
dxdy
De acordo com os resultados fornecidos pela 
Tabela 11 para integrais de superfície tem-se
2 1 1  






In t egr ai s de linha
-aS X2-x^ n “ dx
'^ 1
B
a+3 a 6 A B
0 0 0 } 1
1 1 0 1 2
2 2 0 2 6
2 1 1 1 6
3 3 0 3 12
3 2 1 1 12
4 4 0 12 60
4 3 1 3 60
4 2 2 2 60
5 5 0 10 60
5 4 1 2 60
5 3 2 1 60
6 6 0 60 420
6 5 1 10 420
6 4 2 4 420
6 3 3 3 420
Formula de recorrência :
^2
g|B j(x2~xi) 
( a+ 8 + 1) I
n(e)
Formula de recorrência ;
_ A _
B
a + g+Y a e r A B
0 0 0 0 1 1
1 1 0 0 1 3
2 2 0 0 2 12
2 1 1 0 1 12
3 3 0 0 3 60
3 2 1 0 2 60
3 1 1 1 1 60
4 4 0 0 12 ISO
4 3 1 0 3 ISO
4 2 2 0 2 ISO
4 2 1 1 1 ISO
5 5 0 0 60 1260
5 4 1 0 12 1260
5 3 2 0 6 1260
5 3 1 1 3 1260
5 2 2 1 2 1260
6 6 0 0 ISO 5040
6 5 J 0 30 5040
6 4 2 0 12 5040
6 4 1 1 6 5040
6 3 3 0 9 5040
6 3 2 1 3 5040
6 2 2 2 1 5040
D
dxdy
y  \  X  ^ j
(^e)
alB.'v!
( + + +2) I 2 A
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T-RANSF0RfriAÇ7\0 DAS rATRlZES DO ELEITIENTO BlDlimENSIONAL PARA 0 
ELEmEMTO TRlDliriENSIONAL AXISSlITlÉTRlCO
APÊNDICE 5
A diferença fundamental entre as equações dos 
casos tridimensional axissimétrico e bidimensional tem origem no 
fato de as equações diferenciais do problema bidimensional serem 
integradas: sobre a superfície do ele^nento, enquanto no tridimen­
sional as equações sao integradas sobre o volume dn elemento •
Atreves do sub-índice T como indicador de variá­
veis tridimensionais e do sub-índice B para os termos bidimensio­
nais, serão resumidas as transformações necessárias a formulação 
tridimensional ,
Considerando inicialmente as dimensões x e y 
substituídas respectivamente por r e z, sao feitas as seguintes 
substituições :
1. Funções interpoladoras do problema tridimensional
149
N^(r,z) = (a^ + b^r + c^z) , i = 1, 2, 3 .
2, A transformação de integrais planas (bidimensionais) em inte­
grais de volume se inicia com a substituição da área do elemento 
plano (dxdy), pelo volume do elemento tridimensional (2 ir r drdz) 
onde r é o raio médio do elemento considerado,
F = - r  <-^ 1 + >^ 2 ^
cnm r^, r2» r^ representando os rairs dos nós 1, 2 e 3 do elemento. 
Esta simplificação introduzirá um erro apreciável para os elemen­
tos mais próximos do eixo z .
3, Transformação da condutividade térmica K e do produto p Cp
(P = (r p Cp) B
4. Transformação da matriz condutividade térmica
Supõe-se r. K constante no interior do elemen­
to •
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5. Transformaçãn da mstriz condutância térmica
(K ) = 2 » i  (K )
^ T  ^ B
Supõe-se r p Cp constante no interior do elemento,
6. Substituição dos termos representados por integrais de super - 
f{i ie (Apêndice 4)
= 2 , r^.«. .)
B
onde (r^ + r^)
7, Transformação da matriz geração interna de calnr (Apêndice 4)
(QJ-i T = r Q / / 2 ir r d A 
r z
onde Q =
resolução desta integral é baseada nos estudos de Zienkietuicz
(f?3f. 7) segundo a relação
— — —  ^ ^i ~2 ~ 9  9




Sl!TrPLIFICAÇ7\0 DA EQUAÇ7\0 (42)
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z.1 = (Cl + {- yi) exp( J ^ ã r )  exp(- j jj) (42)
Sendo os termos ®  ^i constantes em rela­
ção ã variável t, sãn possíveis as igualdades
1 ) f É 1  =  f dt _ t
0 0





TT exp( / Y7)dt 
Al 0
- fi (exp(— ) - 1) 
^i
Introduzindo na relação (42) as conclusoes dos
itens 1, 2 e 3 :
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i = Cl exp(^) - fi (exp(yr)- 1) exp(^)
Efetuando-se os produtos indicados e as simpli­
ficações possíveis, nbtém-se a fnrms final da relação (42)




1. Fluxograma do programa ESTAt ICO
LÊ; especificação do tipo de problema, ns de nós e de 
elementos da malha; n® do nó e suas coordenadas para 
toda a malha; topologia do sistema; temperatura nodal 
onde esta é especificada; fluxo de calor onde este é 
especificado; condutividade térmica, geração interna 
de calor e código do material paira cada elemento; pa­
res nodais que definem a fronteira do domínio onde 
ocorre convecção, coeficiente de transmissão de calor 





" Temperatura média do elemento é maior que 70®F ? '*
Sim Mio
INTTRPOLA na tabela correspondente ao material usado no 
elemento a condutiv/idade térmica correspondente a tempe­
ratura média do elemento .
10
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Considera a nova condutividade térmica igual ao valor 
especificado para T = 70®F na tabela correspondente 
ao material usado no elemento ,
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2. Fluxograma do programa DINAiíIICO
LÈ: especificação do tipo de problema, n« de elementos, 
ns de nós, n® de nós mestres; ns do nó, suas coordena­
das e sua temperatura inicial para toda a malha; n^ do 
nó e sua temperatura onde esta é especificada; n^ do nó 
e seu fluxo de calor onde este é especificado; pares 
nodais que definem a fronteira do domínio onde ocorre 
convecção, coeficiente: de transmissão de calor por con­
vecção e temperatura ambiente para esta fronteira; n.® 
do elemento, sua topologia, sua condutividade térmica, 
sua geração interna de calor, densidade e calor especí­
fico a pressão constante, para todos os elementos •




Calcula vetor S0LUÇ?\0 na base [r]”^ V
Calcula TEITIPERATURA dds nós fnESTRES
{ t J  = ([r?)'^[ w]{z }
Calcula TEmPEffATURA IDÉDIA dbs nós inESTRES e dos nós 
com TEinPERATURA ESPECIFICADA •




i ' . } -
TURA dûs nós SECUNDÁRIOS :
'
Calcula TEfnPERATURA ITIÉDIA DE T0D05 OS NÕS .
163
164
Calcula matriz CONDUTIVIDADE TÉRITllCA REDUZIDA [b^
por inversão da matriz '11 * B,
Calcula matriz CONDUTANCIA TÉRmlCA REDUZIDA [a^
i  ^ u “"- ^12
3^1 .
-1
Efetua REDUÇ7\0 DE CHOLESKY, calcula AUTOUAUORES e 
AÜTOVETORES dû sistema REDUZIDO através das: sub- 
iròtinas ELVT, DPCHOL e DEIGEN que atuam acopladas ,
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Prepara iTIUDANÇA DE BASE do termo CONSTANTE da inte­
gral multiplicando-o por ,
Calcula vetor CARGA TÉRIYIlCA REDUZIDA t r } na nova










(Br) - (-^ ll
-1 ( 66)
Particionando a matriz condutividade térmica 
sBgundo seus nóa mestres e secundários, desdobra-se a expressão
(56) em
®11 ®12
®21 ®22 ‘^ 21 ‘^11
-1
= (Bj^ l + Jii ‘^^12^ 21 ®12'^ 21'^ 11^  ’^11 ‘^12®22'^ 21'^ 11  ^ (^ 7)
16T
Da expressão (47)
pós-multiplicada por ® pré-multiplicada por (3^2) resul­
tam respectivamente as igualdades
(B22)(J2i)C-Jii)'^ = -(B21) (69)
Substituindo a equação (69) na expressão (67) :
^ ‘’ ir^- 'l2 «21 + ®12 ■'21 ■^ 12 ®2l’ = (70)
Substituindo o valor de (^21  ^ dado por
(68) na expressão (70) obtém-se
(Br) = - B^j B^/l Bj^)
que recai na relação (48), demonstrando a igualdade (66)
